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DÉVELOPPEMENT 


DES 


FONCTIONS D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDÉPENDANTES 


A L'AIDE D'AUTRES FONCTIONS DE CES MÈMES VARIABLES 


Soit U = Е (xx, ... ж„) une fonction des m variables indépendantes 
0109 .. 2 5 


Ү, = Ф, (ria. eme) Va = Ф,(21...х,„), seg Ү es 9, (Mi el 


élant des fonctions de ces mémes variables, оп demande de développer 
Е (L£ ... Xm) sous la forme 


(4) . . . Faire...) = ao + аф, (XX2... Lm) + +++ + 0,9, (хаз...) + В, 


ау, 44, ..., а, étant des coefficients constants et R un reste fonction de 
Lila s... Lm’ 


Solution. — I. Posons 
x = b, + h; 


хә — b, + hs, 
Un = bm AT h,,. 


Soit V (2222, ... таа, ... 0а, ал) WW une fonction de zz, ... c, 
contenant les p + 2 paramètres arbitraires o, a4, à», ..., а, а , ,, et déter- 
minons-les par les conditions suivantes : 


(2 w—0, dw-0, d'w—0,...d'w—0, Wa- PEE PETRUS 


4 DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 


la minuscule w indiquant qu'après les différentiations, il faut faire 
Ly = bi; 03 — 0, sees 90, 0. (s est avec p dans une certaine relation définie 
ainsi que nous allons le voir.) 

On a pour un nombre général s, en se servant d'une notation connue, 


dW IW dw 9) 
d'W = Ee dr, + Dau dr, + + — ds, 
dr, dx; dr 


Pour que dw — 0, quels que soient da, d, …,dæ,, chacun des termes du 


; uk ; mti. m--8— | 
développementsymbolique précédent, qui sont en nombre ==" у 


Bu USA "3 
doit être nul pour x; = 0, 44— 0, ..., Ln =0,, ce qui exige que l'on ait 


M, conditions de la forme 


(3) d'u о ( ) 
8) . cà LR nee 814-85 +04 Sp — 8). 
1 2 m 

dx, dx, .. dx” 


En faisant successivement s — 1, 2, 3, ..., 8, on voit que les conditions 
générales (2) renferment M, + № + ... + M, + 2 conditions distinctes 
et exigent que l'on prenne pour p les valeurs de la suite 


pM, p=M +M, р; = №, + №, + №, …, p—=M+NM+...+M,, 
c'est-à-dire, en général 
? ? 


т т.т + 1 т.т 1... m+s — 1 
——— n —————— 


VE LA comp Er. 1.9..5 
Su, fr 3 
Pour m = 1 on aura done p — 1, 2, 3, ... 
» m-—2 » p= 2,5) 9,... 
» m=3 » p == A 900.60. 


П. Supposons do, gu, t», ..., Ap +1 déterminés conformément aux conditions 
précédentes. Si l'on donne à 21, x», ..., Lm les déterminations particulières 


(Di y e * z ы " ‚ == Ха (0), Ж» ==. (t), **) Xn Eom (t), 
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t étant une nouvelle variable et (4), (1), ..., у„(4) étant des fonctions sou- 
mises à la condition que, pour deux valeurs déterminées de /, 0 et 4 par 
exemple, on ait 


Ха (0) === b, , X2 (0) == d 3 SCH Xm (0) — б ? 


Хх! (1) Pc b, KA hi, xs (1) =b ur hs, alt Xm (4) 73 b + h 


m m? 


la fonction Y(x,æ, ... 2,0,4, ... а, 1) = W sera une fonction de / que 
nous désignerons par w”. En vertu des conditions (2) on aura donc 


who — 0, 7. — 0, up ls —0, .., w'?.—0, w*:"—90, 
w'"^ indiquant qu'après avoir pris la dérivée s""* de w”, il faut y 
faire t = 0. 
Si done la fonction de /, w”, et ses » premières dérivées (vZ s +1) 
sont finies et continues de / = 0 à / == 4, on aura 


MN. o evi E or авон Oe A) 

el l'on pourra substituer à la dernière des conditions (2), savoir : 
Wu en b, cha, tam bat he tamle A — 0, сене nouvelle condition. résul- 
tante (6). 


III. Si maintenant, pour simplifier l'écriture, on désigne par (el, (5)5,...,(5)u, 
les M, systèmes des valeurs de s,, 5, ..., s,, dans les conditions (3), et par 
w^, qp», ‚,, w°» l'opération 

| d'w 


8 8 8 
іх! х? ... dx" 
1 2 m 


3 


pour ces différents systémes de valeurs, les conditions générales (2) (déve- 
loppées, comme il vient d’être dit, en (3) et (6)) pourront s'écrire 


(On (Me (Dy v(0)9 
Ш== 0, 40 est" "est à, "00 'z0, "mm est 
(2, (9), OM 
100 5-0, 0 "sett ., uw 0, 
Ee Ter 
(8) DP (s)y 
HESE р 6 wv. Tess D 


w’ indique qu'il faut prendre la dérivée Jm" de w et y faire t = 6. 
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IV. Posons : 


W Wai, c айр а, 05 i4) 
= F (tire DE v.) — [ар (2,25 Dn x.) Se 0491 (2,25 зер X, mus E s a, Q, (21275 pee Sal Sc. 
+ Hatt (LiLo Tal Hn t E Opa ua (24208... x,)] 


n n 


X Т 
= U — (gel, + a, V, ++ aN + а, ETE xS + - y V pet) 


qc Vo Ọn +1 => NS У Du -- 9 = AN PE ЖЕР, Фр, +1 = T Й étant de nou- 
velles fonctions de x, xs, ..., @ 


En indiquant par les minuscules и, 0,, Di ®„ у, qu'après avoir pris 
les dérivées, il faut faire æ, = Du, xa == 0, ..., Em = b, , et désignant par 
u^, 00, 00, ..., v9, , les fonctions de / qui résultent de la substitution des 
expressions (5) dans U,V,, V, ..., V, + les équations (7) prendront la forme 


| des 4400 + ttt 6 aaa 


1 i (4) (4) 
м ze awi” tb: Of ` fann zb af 
a) (1), HI TM 
и = афу + а^ ct + ар ааб la 
(y (Ом (D, ШЕ) 
ш Les ao + Gu Ett Oy uat, 
(2) (2) OA NS 
(8) . E З . E u 1 = 010120 2 ++ а,®, y EU i lp AU p + 
(3) M, (2) M (2) м, (2) M, 
u 2— а 24 div па а Up + 
(s)m (OM ln, (8) м. 
u = QUo fei PU "Ж: T Up 10, 1 sr 
| Di" v(t) »(00 x ШО = 
и 5 ao нат + E ар ыбы. 
Si V = жул»... En) est telle que l'on ait 
ps + 1 Pps + 1 149 eoo m 
2) (2) (s) 
ч), Um, - ( le. м са SE 
(9) v, Hi === 0; Vp == 0, tn dë ==, У ЕЗ x 0, эө WEN == 0, M 9, +i == 0, 


(il y а une infinité de telles fonctions ; la plus simple serait 


(x, — py (а, E p, Se (х„ SC Te ой (s + 1 Jı als (s + 1h ++ (s + 1), = St 1), 
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on aura, de „= 0 à  — p,, en désignant раг p,, le nombre de la suite 
pi pof» + immédiatement inférieur à 4, 


ооо р v ‚и 

QU, 1 eU, Up, A1 pt2“ ... Рр --4 l's 

(10) . ар. ME LU ата EE t (7 I 0, 1, 9, ens Pi) 
oiy XD Ce, Pir (e Cut pu, (s)y —4 (0м, 
Vo vi MA Wi Vp ttp, +2 ... Du ml Up, E Up, 


! 
"a M (2) (fatiu р. нуын 


et, pour u —9p, 1, 


o4 (> Og, Dir (m1 (бм, 70) 
EL Va ` Ur Vtt T Up —i Up, ‘u 
11 mI; TE - . 
( ) Н Ps " n i Qu Du, (2), (2м - 1 (0м, M 
оё, py Das: Ор, 1 Up, | Up t 


De plus, considérant les fonctions V, ,,, V, 42, ee Vars o Na Ain, - л) = Ур, et 
appelant A... le nombre de la suite p,, po, pa, ... immédiatement inférieur 
à n + r, si l'on a 


—0, dv, = 0, d',,—0, .., ФО, = 0 


Dain 
et 
(1), (^ wich! (* Ae Ph —і > 
"wir = 0, ntr sz D. v,,, sp: =, (ri 1,2, 5, … p.— n), 


[ce qui arrivera en prenant, par exemple, la forme la plus simple 
Vsus = (ж — ba nent (e Б). (a — ct, 


ой les exposants (kn, + 1),, (E, + 1), S (Eu, + 1), soumis à la 
condition 


(karr + 1), + (К, +++ (eum 1), = Kan, + 1 


forment précisément le système (kn r + кые. (voy. $Ш)], on 
aura par la formule (10), de , = 0 à = л, 


Van Ein, 
| oa (4, (Do (0м, (3), Mi er, (En **)n »,, 


АЛШ. Va se Vp, D s Zb eu | 
1 p +4 n 
(12). au MM —— (£e 0, 1, 2, .. 
I - 
o, 04. Dia Ou, (2 (Eu pre, (En пр 


[ Ug e Un Dp ga Vu EU ^ 
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de р= л +1 à u= р, =n + (р, — n), 


| 
; k k | 

ЖОЛ ОГ Чум, (2), Cat u-n ( nH t +1 - Pi (“n+r- еер, (++ n+r Se 
tot, Va ...0р Vpt, Unyi TL u ( TURO 
PP ct | 

(4), @) Am (2), (5-1), -Ph (fagat 1) - РЬ nr t )n4r—1— p, (prt nr — p, 3 

00 Iv 2 v 1 v ДЕ GES) v n+r iy n+ 

01 9 oer D patin n n+1 V nar-4 n+r 


et enfin, pour „== p, + 1, 


»(n 
u 


” 
e LJ 


6 


k +1 k ! 
ou fie T Aou. d (н ы Bad? ZC 
090, Te 1.0, EA iU Жа; v, 


s 


(44) 


WS == 


y, 2 (^n !)n- p, (^n-pi 39444. P» 
000, Vo " ы 


(1) р ру "(05 
Wie A Dr, 21 eVa [Unt 


29 v Up, 1 


Les valeurs précédentes étant supposées finies et déterminées et les fonc- 
lions u^, vj, Vi,- V% , , étant finies et continues ainsi que leurs » premières 
dérivées de / — 0 à ¿= 1, on voit, en récapitulant la question, que la 
formule (1) sera exacte de x, = bi, £a = bz, ..., y, = b, à 2 = b F hi 
La= b, + №, ..., Zu = 0, + hm; les n + À coefficients a, ai, ..., 4, seront 
donnés par (12) (ой == 1) et ne dépendront ainsi que des fonctions 
proposées F, о, 0, ..., o, ; et, p, étant le nombre de la suite p,, po, ps, ... 
immédiatement supérieur à », le reste R sera donné par la formule 


Y 


R = Os AV „ал 15 а, +3 „ұз А ж a, Vp, = T 


7 
Beki? 


LIT, Oe Ма 00 NOUIS comme il est dit ci - dessus ; 
а, 4 45 An 4:95 ve) Ap, SONt donnés par (13) et sont indépendants de £4, La, ..., Lm; 
а, +1 donné par (14) en est seul dépendant. 


Remarque. — Si Гоп fait 


Ү ан = (x, geg hin (2 — UV "T (x ==» Бл)", (qi + VE +. + Ns к= Nu 1) у = $ + 1 


т 


et 


x, — lt) = b, ++ ht lh, Zare all = bur hm he, un x m ut) ses ba tr htl, 


le terme de R qui contient le nombre déterminé mais inconnu 9, savoir : 
(Ly, AN, +1, Se simplifie. 
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D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 9 
On a, en effet, alors 
oie i o VINA ES 
et 


HOT (+09 — We T 
ж” Жака P po n: 2.3..s+1. (h hè h ). 


Par conséquent 


nla GG Ai. Es Ae es aa Ё 
Р ЖШ (Da ww \ jn D. WEIER SÉ (y, Л 
; 1 0 e.t Wi tie Vn 014-4 T Un, Hi 
(14°) gau и ТЕ Oe; 
, x 1.2.5...5--1 o, Oli. Dia (9м, (3) (Ы) - p, ` n UE аы Pk , (8) у 
шй Ug г... Da, быш. De ^ [Vati Poet: URN 


on aura d'ailleurs, comme cela est connu, 


l dU А е 
ug — E ht haee I A ‚ (i=bi+0h,, y, =0:+0h, ... Em = Da + ehn), 


dl dl, dl, 
et des formules semblables pour les fonctions V. 


Cas particulier." — Si l'on pose , 
Ma =F (x, XS blo (х» PE b, y'a s$ (X, SE b, )n fu (X432 AY х), (к = 1 , 2, SA n), 


919... Qm étant soumis à la condition q, + qo + ... + qn = Е, 4-4 et 
formant précisément le système de valeurs (k, + 1), рь,» on aura d'abord 
v, = 0, dv, = 0, dv, = 0, ..., d'»v, = 0 et ensuite ve +?" = 0 pour toutes les 
valeurs de r — 1, 2,... р — pi, — 1,6 — pr, — pi, F pe а Pts 
autres que и — pr. 

Il en résultera par les formules (12) et (13), et en se reportant aux 


équations fondamentales (8), de ; = 0 à u = р,, 
o, Uh (0а (Dg, (D, (а) Ма Cara 
2001 Va se d KN ATP u H i 
08). RE EET a Br й Cam 
( 9) n o Di аз (Dy, (2, uu, (он) p. ln $55 n, n + 1, GE 
vh 96 e E V, CER һ 
A 
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et 
al, is (0м Ch Ou, эбе 
T бё Va“... m Up 1 ©, и 
(КӨЛ. à cR I ars ара = 2,0, (5, Du, Ch Ou, 09? 
000, Ча 7 — Ba Ө ү. 0р, Up 
ou 
AMIENS (M. (а44) (09 
Sa Us * 2. py 


(1 6”) E TS y t == e г З 


пеат. S OU E Hr) vivi .. б, 


On aura donc alors, en posant toujours v, = 1, la formule 


i (D, (De (a, (9) (0, (04 Din (з) 
Di all E n lei Us 0, ` H v. 0 Te 9 
7 
== —— VOS, qu efe eru V 4 Ир 
(17) МА, eh re үз ya Om, P ау (0, Din. St ч, Dis Фм, O2 gi 

i E Wi D Do fe б. VQ Va Up, Upa 

ч), @) (mu, (24 (s In (y | | 44. (0, Oy, (9, (£y ee | 

Qr БОО e E t tue Di Up ee Ue, Up ee Up, IM 
eL LE ы Мысыр А т у = ede MM EN 

(Qu aD, (0м Dh Ca (Өй (0, (D, (y, (24 M MNT ENS 

Ur Ve e D U pH e» Up, 1 Up, DA Us. Un pice De, 1 


| V, étant une fonction qui s'annule avec le facteur x, — Du, 
Va, avec le facteur x4 — bz, 


V,» avec le facteur xng bms 


Үч» » (2, EC by, 
(A) Vpt» а (x, bun bi) (2 zs bə), 
VT » (x, — b) (2; = b:), 


Vy, уч» avec le facteur (x, — b, 


Vo, p] » (x, — bi)" (x, — hl, 


| Vp avec le facteur (2,„ — bn)". 


Il est évident que dans ces fonctions les facteurs indiqués ne doivent pas 
nécessairement étre mis en évidence. Telles seraient, par exemple, les 
fonctions 


У, =] [x (x, — Dal + 1], У, = sin В (x, — б»), ete., etc., 


a et В pouvant d'ailleurs être fonctions de жүл»... Lms 
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Dans le cas particulier où les fonctions Ү,, Vz, ..., V,, sont simplement 
égales à ces facteurs eux-mémes, la formule (17) reproduit l'extension 
connue de la formule de Taylor au cas de plusieurs variables. 

Voici, pour le calcul des coefficients, les expressions réduites des coefficients 
des 7 + 7— 7— — p, premiers termes suivant le terme constant и, 
c'est-à-dire des termes contenant des facteurs du premier et du second 


degré de la forme (ж, — 5,), (ж bf, (x, — br) (zy — by) : 


Le coefficient de la fonction Ү, qui contient le facteur x, — b, est 


du 
T) dx, | 
LT по 


dx, 


DN E EE UT s. d 


Le coefficient de la fonction У, qui contient le facteur (o, — b,) est 


d'u dv, du 

da? dx? dx, 
(19) : са RE : pen A ^o ossa dia, do, 

dx? dt - de, 


d'u о, аи dv, du 
ddr, dates de, dr,dr, dr, 

(20) ut = —— — ————— — c. 
(pu d Ukk dv,, dv, dp 


dx,dx,, dx;dxs | dx, — dx,dr, dr, 


EXPRESSION GÉNÉRALE 


DES 


DÉRIVÉES DES FONCTIONS DE FONCTIONS . 


On peut déduire facilement de la formule (17) l'expression des dérivées 
de U, fonction de fonctions des m variables indépendantes x, 2... £m, de 


la forme 
U= F (vix, Wo%o FT 


En prenant pour V,V, ... les facteurs (A) eux-mêmes et développant 
la fonction U de 225 ... x, par la formule (17), le coefficient de 
(x: SECH GC? a b). ses (x, Tres m ой fi + Qo +... Ke Qm = 8, Sera 

d'u 
ШАЛА des db" 


(21) н store ЕЕ A DL RES аат 
1.2..0,X1.2..9 X ХА... 


Si l'on pose 
Fili = Yi, Palo = Ya, Yam, = Ynis 
d’où 
х, == Л qui Lat: RUD жже ГУ» 
et de méme 
vb = 1, Yaba — es Tal = 8, 


bi = fibi ba = fifa... bo = Tabu 
et que l'on considère U comme fonction de yy, ... уш le coefficient de 


(v, иаа — bif... (Em — б„)% == (у, — PB (Гау — Eë (fs — fabam 
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sera, par la loi (15) (17), égal à 


К dir. eil, dit ` d" Un EP 
I". n m +i P, _ 
[5 19 
022) CC 12 npe ЖЬ KCN Du, 
1 RE E ew А 

еп posant 

U, = ууз. Yn) 

Vi = fih TA [hf 


Ve = hs ге РА 


Уа fh — f 
MUN Ver) 7009 Tue ба) 


A Gë 173 Gab) (fan UE fe . Malle CH LB, 


les minuscules vv ... indiquant qu'il faut remplacer уу»... par 68s... 
et (s), désignant l'opération pour les valeurs données de 


9192 +++ 9 . 
D'ailleurs, on peut remarquer que pour les indices généraux (s), et p,, on a 


ds 
ауа? … йу" 


кы: 2... q (FB) .1.2... quf spas... 1.2... Es, 


En posant done : Q,, , = le produit des p, , facteurs de la forme 
(424! ,,, 491!) correspondant aux p, _, différents systèmes de valeurs 
de 91, Q ... Qm désignés par 


(0). (0) (A) (в — 1)(в — 1). (5— Un _,» 


et remarquant que la somme des exposants 0,0» ... Qm pour tous ces systèmes 
de valeurs est égale à 


M, + 2M, + 3M; + +. + (s — 1)M, a = M, 
on voit que le dénominateur de (22) devient 
On, rt лы). (rofa fab) m Fi [фы (en 
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L'égalité (*) des deux expressions (21) et (22) donne alors 


ls (D, ах: Qu, (2), 


UE tu 
7 TR Md и, 


um 1 


d'u 


di^ dy? а" ig " ezi s 
Deg? E (СЕ. ua" " "EMT 


Comme d'ailleurs les valeurs б„ et 8, de ж„, Ym, liées par la relation 
LB, = бы, sont arbitraires, on peut les remplacer par les variables 
Lms Ym elles-mêmes. De plus, dans les opérations indiquées au numérateur 
de (22), les constantes Eë, fz, ... disparaissent d'elles-mêmes et l'on 
peut remplacer fiy, — fibi, 9 — fof», + par fii, foya, -.. M vient done 
d'F (Vx, ste, + Num) 

dx: ах ... dx fm 
days dat: — df, y, dfi) CAY PY dy) C og) CEY Y2 Ym) 


(23) 


` [d dy: dy, du dy dy йу» dii dyn — dy['dyb. dy 
Q E E Zi Cf ү ES ir m 
ДУ dy, | йу» du. 


Dans le cas particulier d'une seule variable 2, cette formule devient 


*——— $ — 9 + 


d(fy) dy}, du ` d" (yy. dy Pid 


d'Fyx dy dy dy dy"! ау 
(24) | 4 a d 8.84-1 
pe qi 42H A8. . get EES 
dy 


où l'on a Yg = y et x — fy. 

Cette dernière formule (24) est une vérification de la formule générale (23), 
car Wronski y était déjà arrivé par un procédé différent de celui qu'on vient de 
suivre. (Philosophie de la technie, 2° section, pp. 31, 53, 55, 110. La série 
des opérations indiquées dans le premier membre de y formule de Wronski 
revient, par un changement de variable, à l'opération <= ) (*). 


(*) Car les deux expressions de U, obtenues comme il a été dit ci-dessus à l'aide de (17), sont 
égales, et en égalant leurs différentes dérivées pour x, == b, , x, = б», ..., x, = bm, on obtient 
des égalités séparées entre les coefficients des fonctions égales (x, — b,)^ (Xa — b,)'s ++ (x, — Om Hm 
et (һу, — fba)” (Lait — fags)'s ... (fmYm — ff)!» contenues dans ces expressions. Cf. Rapport 
de M. le professeur Mansion, Bull. de l’Acad., 5° série, t. УШ, p. 521. 

(*) Wronski а en outre donné pour le méme objet une autre formule, plus commode dans 
certains cas (loc. cit., p. 67). 
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Comme exemple d'application de ces formules, je me propose de calculer 
la dérivée d'ordre s de la fonction es. : 
On aura ici 
у= Wës х7, х==[у==(— у)—+ 


et pour des indices généraux p et v, 


d'Lut i a eee. 
2 


On aura aussi 
ФЕу _ 


y 


ar 
e z3, 


dy 


En transportant ces valeurs dans (24) dont le déterminant numérateur a 
d'abord été ordonné par rapport aux dérivées successives de Fy, on trouve 


aisément l'expression : 


1 

d! Ше" 9s 
WR. Eee ne TU 

da qM ez: Ди 424... 45-28 45-41 GT |!!! 4215... 45-21 45-14 ШЫ. 

2 2 
I Gr - este 
D 2 2 2 2 Mte y pr 
$.$—1 pair. 


| 
ПЕ 42 ës 45-21 4s-4li Н 2 
2 


Vérification. — Pour s = 1, 2, 3, ... par exemple, cette formule donnerait 


DR 
COSME ы Te йЗ 
di Sg де sx 
dea 9 is = 
z= | са ek Sc? 6x *), 
dx BI 1 
1 
des D ү (NEED) EEE ON, (П) 9) (Hii) 
[+ — zt 
dr ie? 1 -2(2) 1 .2(5) 


1 
ee s(827—502x^7 -- 2427), 


etc; ce qui est en effet exact. 
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NOTE. 


J'avais eru d'abord pouvoir déterminer les coefficients de la loi (1) en appliquant un 
procédé analogue à celui qui est suivi pour l'extension du théorème de Taylor au cas de 
plusieurs variables. Mais ces coefficients ne se présentent pas alors sous la forme de 
constantes. Si, en effet, £ étant une variable auxiliaire, on pose (en ne prenant pour 
abréger que deux variables) 

р=&+М, gy It, 


F (pq), Ф (рд), ete., deviennent F (xy), qı (xy), ete., pour t= 0, et F (x + А, y + 0), 
(x +h, y +L), ete., pour t= 1; considérant alors Е (pq), Ф, (pq), ... comme des fonctions 
de /, on peut développer la première de ces fonctions par la loi suprème à une variable t 
sous la forme | 

F (pg) — a, + a,P.(pg) + ....., ete., 


d'où Гоп déduit pour {== 1 
F(x +h, y 4- 0) — a, + а,ғ, (2 +h, y+ 0) +... etc. 
Mais a, a, ..., qui sont formés à l'aide des dérivées de F (pq), Ф. (р9), ... par rapport à t, 
contiennent les quantités A, l, et ne sont done pas indépendantes des variables x + А, y + l. 
Le véritable principe de la loi supréme à plusieurs variables est différent; c'est celui 


que j'ai déjà employé dans la démonstration de la loi supréme à une variable. 


* 
A 
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